Calka nieoznaczona - calkowanie funkcji wymiernych

Bardzo waznym typem calek sg catki funkcji wymiernych, tj. calki postaci f %dx , gdzie U(x)
X

i V(x) sa wielomianami. Omowienie sposobu postgpowania z tego typu catkami zostanie

poprzedzone podaniem teorii dotyczacej samych funkcji wymiernych niezbednej przy catkowaniu
tychze funkcji.

Definicja. Funkcje wymierng

nazywamy wfasciwg, gdy stopien wielomianu w liczniku jest
mniejszy od stopnia wielomianu w mianowniku. W przeciwnym przypadku mamy do czynienia
Z funkcjg wymierng niewtasciwg.

Twierdzenie. Kazda funkcje wymierng niewlasciwg mozna przedstawi¢ w postaci sumy wielomianu
oraz funkcji wymiernej witasciwe;.

Zatem dla funkcji wymiernej niewlasciwej postaci %x; mozemy zapisac
X
U(x R(x
O o)+ 2
V(x) V(x)

gl(zg — wynik dzielenia wielomianu U(x) przez V(x),
R(x) —reszta z dzielenia wielomianu U(x) przez V(x).
Definicja.
1. Funkcj¢ wymierng postaci
A
(x+a)" "’

gdzie n€N oraz a,4€ R, nazywamy ulamkiem prostym pierwszego rodzaju.

2. Funkcje wymierng postaci
Px+0
(P +px+q)
gdzie neN oraz p,q,P,0€R, przy czym A= p* —4¢ <0, nazywamy ulamkiem prostym
drugiego rodzaju.

Twierdzenie. Kazda funkcje wymierng wlasciwg mozna przedstawi¢ w sposob jednoznaczny w
postaci sumy utamkow prostych.

Aby wyznaczy¢ rozklad, o ktérym mowa w powyzszym twierdzeniu mozemy skorzystaé z
nastepujgcego schematu:

1. Rozkladamy mianownik na iloczyn czynnikow nierozktadalnych postaci (x+a)"  oraz
(x*+ px+q)".
2. Okres$lamy liczbg¢ utamkdéw prostych sumujgc potegi kolejnych czynnikow.

3. Dlakazdego czynnika (x+a)" zapisujemy w rozktadzie sum¢ n utamkow prostych pierwszego
rodzaju postaci:



4 4, A

n

st ——
x+a (x+a) (x+a)

4. Dlakazdego czynnika (x> + px—+¢)" (przy A <0) zapisujemy w rozktadzie sume n utamkow
prostych drugiego rodzaju postaci:
Ax+0 + Px+0, + Px+0,
4+ prt+qg (P4 px+q) (x* + px+q)

Zilustrujmy podany schemat kilkoma przyktadami (przy zatozeniu, ze mianownik zostat juz roztozony
na iloczyn czynnikoéw nierozktadalnych):
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Nieznane wspodlczynniki z powyzszych rozkladéw wyznaczamy mnozac kazdg réwno$¢ przez
mianownik rozktadanego ulamka, a nastgpnie przyrownujemy wspotczynniki przy odpowiadajgcych
sobie pot¢gach zmiennej x oraz wyrazy wolne. Rozwigzujemy powstaly uktad rownan.

Przejdziemy teraz do calkowania funkcji wymiernych. Na poczatek zajmiemy si¢ bardzo waznym
przypadkiem tego typu catek, mianowicie catkami postaci:

mx+n
fz—dx .
ax” +bx+c
Aby obliczy¢ tego typu catke mozna postuzy¢ si¢ nastepujacym algorytmem:

I. Sprawdzamy, czy licznik nie jest czasem krotno$cia pochodnej mianownika, jezeli jest, to
catkujemy przez podstawienie — w miejsce mianownika podstawiamy pomocniczg zmienng np. £.
W zapisie ogélnym wygladatoby to nastepujaco:

f 2mx—l—n dx:f k(22ax+b) dr—
ax” +bx+c ax” +bx+c

ax®> +bx4c=t
(2ax+b)dx =dt

d_
t

= kIn||+ C =kln|ax’ +bx+¢[+C.

Jezeli podany warunek nie jest spetiony, przechodzimy do punktu II.

II. Obliczamy wyréznik mianownika i w zaleznosci od jego znaku postepujemy w sposob
nastepujacy:

1. Jezeli A>0, to wyznaczamy pierwiastki  x;,x, mianownika 1 zapisujemy

ax* +bx+c=a(x—x)(x—x,), a nastepnie funkcje podcatkowa rozkladamy na sume
utamkow prostych:



mx+n 4 B

a(x—x, )(x—x,) _x—x1 x—x,

Po wyznaczeniu wspdlczynnikow 4 1 B rozbijamy wyj$ciowa catke na sume¢ dwoéch calek, z
ktorych kazdg obliczamy przez podstawienie, ewentualnie stosujemy wzor:

(19) f%zln|x+k|+C.

2. Jezeli A=0, to zapisujemy ax’+bx+c=a(x—x,)° (gdzie x, jest pierwiastkiem
mianownika) i w zaleznoS$ci od postaci licznika postepujemy nastgpujaco:

a) jezeli m =0, to catkujemy przez podstawienie:

f—a(xfxo)z de=|" fdt f 2=

2+ e=—Lrc=—" 1,
a at a(x—x,)

dx-dt

b) jezeli m = 0, to rozkladamy funkcje podcatkowg na sume¢ utamkoéw prostych
mx+n A B

a(x—xo)2 B X=X, (x—xo)2 ’
skad
&nzdx:f dx + —dx
a(x—x,) X=X, (x— xo)

Obie otrzymane calki mozna obliczy¢ przez podstawienie x—x, =¢. Zauwazmy, ze do

pierwszej catki mozna zastosowac gotowy wzor (2.19), natomiast do drugiej — sposob
obliczen przedstawiony w podpunkcie 2a.

3. Jezeli A <0, tow zaleznosci od postaci licznika postepujemy nastgpujaco:
a) jezeli m =0, to mianownik zapisujemy w postaci kanonicznej

i)
X+—| ——
2a 4a

ax> +bx+c=a :a[(x—i-r)z—i-k],

a nastepnie otrzymang catke catkujemy przez podstawienie: x4 r = Vit , ewentualnie (co
krécej) do jej obliczenia stosujemy czgsto wykorzystywany gotowy wzor:

dx 1
20 f—— —arct +C.dlak>0
(20) by i Svrs

b) jezeli m = 0, to licznik funkcji podcatkowej przeksztatcamy do postaci
mx+n=a2ax+b)+ 13,

gdzie 2ax+ b jest pochodng mianownika, a nastepnie wyjsciowa catke rozbijamy na sume
dwoch catek, ktore zostaty juz wezeéniej opisane w niniejszym algorytmie:

_omx+n a(2ax +b)+ 6 2ax+b dx
oo [SREEDED e b
ax’ +bx+c ax* +bx+c ax“ +bx—+c ax* +bx+c



Sposob postepowania z pierwsza z tych catek zostal podany w punkcie I, natomiast drugg
catke obliczamy zgodnie z metoda podang w podpunkcie 3a.

Uwaga. Powyzszy algorytm w graficznej i skroconej postaci mozna znalezé w dodatkowym
dokumencie: "Schemat obliczania catek wymiernych".

Podany algorytm zostanie zilustrowany kilkoma przyktadami.

Przyklad. Obliczy¢ caiki:

4x—6 2x—5 24x —31
o[ e [ e o [Ra
x?—3x+1 X2 =3x+2 x? —4x+4

dx x+3
o [ty [
x“+6x+13 x2 —2x+10
Rozwiazanie.

a) Poniewaz 4x—6=2(2x—3), gdzie 2x —3 jest pochodng mianownika, mamy zatem do czynienia
z catkg opisang w punkcie 1. Catkujemy przez podstawienie

x°—=3x+1 x°—3x+1 t

=2+ C=2In| ¥ —3x+1|+C,

x*=3x+1=¢
(2x—3)dx=dt

b) Latwo stwierdzi¢, ze licznik nie jest krotnoscia pochodnej mianownika, a poniewaz A =1, wigc
mamy do czynienia z przypadkiem II2. Rozlozymy najpierw funkcj¢ podcatkowa na sume
utamkow prostych

x=1, x,=2 ,to ¥ =3x+2=(x—1)(x—2) i dalej

2x—5 A B
D2 a1 o b2

2x—5=A(x—-2)+B(x—-1),
2x—5=(A+B)x—24—-B .
Z warunku réwnosci wielomianéw mamy:
2= A+B
{—5 =-24-B
-3=-A4 = A=3, B=-1.
Mozemy zatem zapisaé

2x-5  _ 2x-=5 3 1
¥ =3x+2 (x-Dx-2) x—-1 x-2

Ostatecznie otrzymujemy (stosujac wzor (2.19)):

f 2x =3 _f( ]d—3f dx— f dx =
x> —3x+2 —1 x—2 x—1 x—2

=3In|x—1|—Injx—2[+C.




c) Poniewaz A =0 oraz m=24=0, zatem mamy do czynienia z przypadkiem 2b w punkcie II.
Wyznaczamy pierwiastek mianownika x, =2, a stad x> —4x+4=(x—2)>. Dalej rozktadamy
funkcje podcatkowg na sume¢ dwoch utamkow prostych pierwszego rodzaju:

24x—31 A B
2 + 2
(x—2) x—=2 (x=2)

/‘(x_2)2,

24x—-31=A(x—2)+ B,
24x—31=Ax—2A4+ B, stad
A=24 A=24
= )
—2A4A+B=-31 B=17

Nasz rozktad przedstawia si¢ nastepujaco

24x—31 24 17
2 + 2
(x—2) x=2 (x=2)

Otrzymujemy zatem

24x—31 24x 31 dx
fx —x4x—|—4 f(xx—z)2 e f(x 27

Do pierwszej catki stosujemy wzér (2.19), a druga obliczamy przez podstawienie (ewentualnie
stosujemy wzor wyprowadzony w punkcie 2a podanego algorytmu):

—2=t
sz:x :fizt:ffzdt:—t*‘JrC:—lJrC:
(x—2) dx=dt t t
__ 1 +C.
x—2

Ostatecznie mozemy zapisac:

f224x—_31dx: 24 In|x—2|—
x"—4x+4

17
+C.
x—2
e) Latwo stwierdzi¢, ze tym razem mamy do czynienia z catlkag typu 3a

(A=-36, m=0). Zapisujemy mianownik w postaci kanonicznej

X2 +6x+13=(x+3)" +4,

a nastegpnie catkujemy przez podstawienie oraz stosujemy wzor (2.20)

f dx _f _x+3:t_f d
x* +6x+13 (x+3)° +4 |dx=dt £ +4
:larctgi—i—C:larctgx—'—3 +C.

2 2 2

Uwaga. Powyzsza calk¢ mozna bylo rowniez sprowadzi¢ do calki podstawowej poprzez
podstawienie x 43 =2¢, gdzie 2 jest pierwiastkiem wyrazu wolnego (czyli w tym przypadku 4) w

kanonicznym zapisie mianownika:
X +3=2 f 2dt _lf d
42 +4 2J 41

dx =2dt

d
fx +6))Cc+13_f(x+3) +4



x+3

1 1
zaarctgt—i—C:Earctg +C.

f) Poniewaz wyrdznik mianownika A=-36, zatem postepujemy zgodnie z metodg podang w
punkcie 3b powyzszego algorytmu

1
x+3 E<2x_2)+4 2x—=2
fz—dx: B ERT G :—f dx +
x —2x+10 x —2x+10 x° —2x+10

dx
+4f2—.
x°—2x-+10

I

Calke 7, obliczamy przez podstawienie (przypadek I), a z calka 7, postgpujemy podobnie, jak z
catkg z przyktadu e (przypadek 113a):

I —fidx—
! x> —2x+10

zln‘x2 —2x+10‘+C,

dt
t

X2 —2x+10=1

=In||+C=
(2x —2)dx =dt

dx dx 1 x—1
Iz:f > :f > =—arctg——+C.
x"—2x+10 (x=D"+9 3 3

Przy obliczaniu calki 7, (dla skrocenia zapisu) skorzystano ze wzoru (2.20) podstawiajac od razu
x —1w miejsce x.

Ostatecznie otrzymujemy

fzx;:sdx:lln x* —2x+10| + ialrctgx—_l—l—C.
x°—=2x+10 2 3 3

Podamy teraz kilka przyktadéw catek funkcji wymiernych, do ktérych nie mozna (a przynajmniej nie
w sposoOb bezposredni) zastosowaé podanego algorytmu.

Przyklad. Obliczy¢ catki:

2_
)f 2x+8dx, )f 3x"—5x+2 d. )fx +6x* +4x+9d '
X =2x*+3x—6 xt 432 —

Rozwigzanie.

a) Zauwazmy na wstepie, ze funkcja podcatkowa nie jest funkcja wymierng wilasciwg. Zgodnie z
jednym z weczesniejszych twierdzen zapisujemy najpierw nasza funkcje w postaci sumy
wielomianu oraz funkcji wymiernej wtasciwej. W tym celu wykonujemy dzielenie wielomianéw

(X’ —2x+8):(x* —4) = x — O(x)
—x° +4x
2x+8 «— R(x).

Mozemy wigc zapisac:

X —2x+8 2x+8
— =Xt
x —4 x —4




Stad

3_
fﬁdx:fxdx—l—zf x2+4dx
x —4 x —4
—_—

1y

Obliczmy oddzielnie catke¢ 7,. Jest to juz catka postaci L_I_ndx, zatem mozemy

ax’ +bx+c
zastosowa¢ podany algorytm. Mamy do czynienia z przypadkiem IIl1. Rozktadamy funkcje
podcatkowa na sume¢ utamkow prostych:

x+4 x+4 A B
x> —4 (x 2)(x+2) Cx=2

5 [ (x=2)(x+2),

x+4=A(x+2)+B(x—2),

x+4=Ax+2A4A+ Bx—28B,

x+4=(A4+B)x+24-28,
Przyréwnujac wspolczynniki przy x oraz wyrazy wolne z obu stron rownosci otrzymamy:
a2

a stad

A+B=1
24—-2B=4"

B=——
2

Zatem
I= fx+4 f x—|-4 7_] dx
(x—2)(x+2) x—2 2J x+2

:émp—q—lmh+q+c.
2 2

Ostatecznie

3
ff—ﬁiiih:j}w+21“?“hu:lﬁ+3mh—ﬂ—mp+q+c
x —4 2

x =4

I

b) Bedziemy rozktada¢ funkcje podcatkowg (wlasciwa) na sumg utamkow prostych. W tym celu
zapiszemy najpierw mianownik w postaci iloczynu czynnikéw nierozktadalnych

f 3x* —5x+2 dx—f 3x’ —5x+2 f 3x* —5x+2
¥ —2x"+3x—-6 xz(x—2)+3(x—2) (x—2)(x" +3)

Zgodnie z podanym schematem rozktadu funkcji wymiernej wlasciwej na sum¢ utamkow prostych
zapisujemy:
3x* —5x+2 A Bx+C

(x—zxx?+$::x—24_x2+3 - (x—2)(x* +3),

3xP =5x+2=A(x*+3)+ (Bx + C)(x—2),
3x* —5x+2=Ax>+3A4+ Bx* —2Bx+Cx—2C,
3x* =5x+2=(4+B)x> +(-2B+C)x+34-2C.

Na podstawie ostatniej rownos$ci zapisujemy uktad rownan



A=

A+B=3 177
—2B+ C=-5,skad po jego rozwigzaniu otrzymamy | B = EaE

34-2C=2 1

C=—

7

Szukany rozktad ma zatem postac

4 17 1

337 —5x+2 7 775
(x—2)(x*+3) x—2 x*+3

Mozemy zapisac

f 3x? —5x42 f 3xP —5x+2
x3—2x2+3x—6 (x —2)(x* +3)

_ij*d _frh—l
7J x-2 x+3

Do pierwszej catki mozna zastosowac gotowy wzor (19), natomiast przy obliczaniu drugiej catki
mozna postuzy¢ si¢ podanym wczesniej algorytmem (przypadek 3b)

H-2x—1
x 43 x 43 2 x+3 x+3

B

1| +3| \/_arctg\/_+C— 1| +3|——arcth+C

Ostatecznie otrzymujemy

2
f 3x* —5x+2 i :_1| _2|+_1‘ +3‘ NE) \/_

X —=2x>+3x—6 ——arctg e

¢) Najpierw rozkladamy mianownik na iloczyn czynnikéw nierozktadalnych

podstawiamy

x2:t

A=25 |
=—4,0,=1]

xt 37— =t +3t—4=

=(t+DHt-D)=" +4HE D)= +Hx—-D(x+1).
Wyznaczamy rozktad funkcji podcatkowej na sume utamkow prostych

X +6x° +4x+9  x4+6x° +4x+9 _Ax+B C D
x'4+3x* —4 (X +Hx-Dx+1) x*+4 x—1 x+1~

X 4+6x" +4x+9=(Ax+B)(x* =)+ C(x* +4)(x+ 1)+ D(x* +4)(x—1),

X+ 63> +4x+9=(A+C+D)x’ +(B+C—D)x’ +(—A+4C+4D)x—B+4C—4D.

Przyrownujac odpowiednie wspotczynniki dostajemy



A+C+ D=1 A=0
B+C—-D=6 B=3

, astad
—A+4C+4D =4 c=2
—B+4C—-4D=9 D=-1

Mozemy zatem zapisacé

) +6x°+4x+9 3 2 —1
2 2 - + .
x +3x"—4 x*+4 x-1 x+1

Stosujac odpowiednie wzory otrzymujemy

fx + 6x7 +4x+9 _3f +2f f
xt 4347 — x> +4 x+1

:%arctg§+2ln|xl| —ln|x+1| +C.

Uwaga. Podanie wyzej przyktady calek funkcji wymiernych nie wyczerpuja wszystkich mozliwosci,
z jakimi mozemy mie¢ do czynienia. Pominigte tu zostaty catki postaci (oraz takie, ktére mozna do
nich sprowadzi¢):

Px+0
f 2 n X
(x*+ px+q)

gdzie n=2,3,... oraz p,q,P,Q€ R, przy czym A= p* —4¢g<0.

Calki tego typu sg dosy¢ ucigzliwe w obliczaniu i nie bedziemy si¢ nimi zajmowac.

Zadania do samodzielnego rozwigzania

Obliczy¢ catki:

64. [5—— St 65. fzx_—lodx,
x° —x+5 x"—5x+4

66. [ ax, 0. [£
x"+3x-10 1—x

68 [ 20, 69. sz
2x° +3x+1 x+2x+1

70. fzzx—_ldx, 71. IZL
x"—6x+9 x—4x+29

7 [, 7 [
x"—=2x+5 x"+4x+38

4. fx +6x+5d ’ 75, f2x +7x+20d
X" —6x+5 X" +6x+25

3

4
76 [———ax, 7[5 .
x°—2x+10 x+1




78.

8

82.

84.

86.

88.

90.

J

J
J

J
J

J
0. [

dx
x(x*41)°

X

dx,
(x+D(x+2)(x—3)

dx
14237

3+t +x—1

xt—1

x—1

dx,

X422 +x+2

42
=1

dx,

¥ +xt—8

3
x> —4x

dx,

b

10

79 IL
) x(x+1)*"

81

83.

8s5.

87.

89

91.

2
. fx——i_zzdx,
x(x—1)

f dx
X +x2 ’

f 4)§+4dx,
8

X —

—5x-—3
f—3 > dx ,
x +2x° —3x

2_
. f al 23dx,
(x—=1)

x+1
f 4 3 2 dx .
x"=3x"4+3x"—x

Opracowanie:
dr Igor Kierkosz
dr hab. Volodymyr Sushch



